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-Kﬁ anilllgemelne Ableitung des Virialsatzes

Es wird zunidchst ein System von nur zwei Teilchen ins Auge
gefaBt und gefordert, daB die rdumliche Ausdehnung dieser
Teilchen fiir beliebige Zeiten beschrénkt ist und die die
Bewegung verursachende Kraft ein Potential hat, welches eine
homogene Funktion der Abstandskoordinaten 7,

durch U = cv® gegeben ist. Siehe dazu Fig.2.

Bow v+
Multipliziert man die Newtonsché%\ leichungen fiir die

1q = W, -1 [ist, also

Teilchen 1,2 skalar mit den ihnen nach Fig. 2 zugeordneten
Vektoren -H}l von einem beliebigen Aufpunkt O aus, so ergibt

sich - man beachte actio = reactio -

A Ar K - S =1 4, -
MR 4L = (1, 7,7 ) = CS (1,7, 24, )
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Durch Addition und Einfilhrung der ﬁeZEGAU“S (4Tyd):=§%pwﬂ})—4k1

folgt
(m,.(w,,,u y+m, (4, 4 ) mu +m, ,er _quw yi

und daraus unter den gemachten Voraussetzungen durch zeitliche

Mittelung
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Bei Coulomb- (oder Gravitations-) Wechselwirkung ist S = -1,
bei linearem Kraftgesetz S = 2, so daB sich wieder die schon
am Beispiel verifizierte Beziehung 2 < £, > :-<U> wesp,

die zu beweisende Beziehung < E,, > =<U> ergibt.

Wir beschrinken uns filir das Folgende auf Coulombwechselwirkung
und betrachten ein System von Protonen und Elektronen, welches
zundchst wieder nur aus je zwei Teilchen bestehen mdge. Die
gleiche Prozedur wie oben fithrt auf die der obigen Gl. (20)

analoge Glelchung

2
>["“"‘“‘)+N(% })=AZ(>v!-'~v"f+M’a"lf) +

2 2

-p - 9 _ ot — 2
m_,_q___ + PRI - S + __.__.é?,ﬁ 4 _ ,_._.e__.
J,n/ﬁ_"rd! ”J\z_}uq! !3‘14-‘“23 Inl""u?f
RN ol
AT, —ar, | I, - Thy) ,
Kleine Buchstaben sc¢({e#u .-sich auf Elektronen, grofe auf

"JEKI@L\EM )
ProtoﬁEﬁv’ﬁié Numerierung der Teilchen ist so getroffen worden,

daB die Elektronen und Protonen, welche sich in der Fig. 2 am
nidchsten sind, die gleiche Nummer tragen. Mit dleser speziellen
Numerierung ist keinerlei Einschrénkung verbunden, da eine Um-
numerierung den Wert des Potentials in Gl. (21) unge#ndert lieBe.
Wir kdnnen daher vereinbaren, bei Betrachtung der zeitlichen
Verinderung des Systems die Nummer der Protonen jeweils dem ihnen
nichsten Elektron zu iibertragen. Diese Vereinbarung trégt der
Ununterscheidbarkeit der Teilchen Rechnung, wie sie in der
Quantenmechanik iiblich und ndtig ist.

Fiir ein System von je N Elektronen und Protonen ergibt sich

ana%?g zu Gleichung (21)
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Der Potentialanteil der Doppelsumme hebt sich dann wie die unter-
einander geschriebenen Potentialglieder in Gl. (Fg) im zeitlichen
und/ oder rdumlichen Mittel auf. Darin kommt die Quasineutralitit
des Gebildes zum Ausdruck. Dieser Umstand wird bei der konkreten
Potentialberechnung zu beachten sein.
Fir die praktische Anwendung ist es ebenfalls ndtig zu wissen,
wie sich die kinetische Energig auf die Protonen und Elektronen
verteilt., Aus der Losung der f%{; Einkdrperproblem behandelten)
Beispiele als Zweiktrperproblem ist bekannt, daB ihre Betrige im
umgekehrten Verh&@ltnis ihrer Massen stehen. Dies folgt fiir jedes
konservative Zweiktrper-System sofort aus dem Impulssatz.
Mit dem Schwerpunkt als Nullpunkt der Koordinaten gilt nd@mlich
W!fLJ" -kf‘?"(:i :§+r}2 =0
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folgt. Fir ein N-Korper-System 148t sich ganz analog aus dem Impuls-~

satz dagegen nur schlieBen, daB
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Hier kommt es zun#chst nur darauf an, daf der vollstidndige Aus-
baa r:t/t\u(,v{t_&« BQ&VMW{'.UM-@Vl oé% 5‘55 S
druck fiir das Potential in Gl. (235Yhomogen vom reziproken Ab-
stand der Teilchen abhingt. Damit hingt es auch von der Dritten
Wurzel aus dem reziproken Gesamtvolumen V ab, wenn die Gesamtzahl
N der Teilchen konstant bleibt. D. h., daB das Potential proportional

zur Dritten Wurzel aus der Anzahldichte n =VN/V ist.
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Diese Abhingigkeit gilt dann auch fiir das zeitliche Mittel der
potentiellen Energie und wegen des Virialsatzes ohne Einschrinkung
auch flir das zeitliche Mittel der kinetischen Energie.

Damit geraten wir in einen fundamentalen Gegensatz zur Gesetzlich-
kelt entarteter Teilchen, hier der entarteten Elektronen, da

deren kinetische Energie von der Dichte in der Zweidrittelpotenz
abhéngt. Dieser Widerspruch besteht aufgrund der obigen Herleitung
allgemein zun8chst nur vom Standpunkt der klassischen Physik aus.
Die gquantentheoretischen Beispiele hatten aber gezeigt, daB die
klassische Quantentheorie die klassischen Energiewerte nicht modi-
fiziert, sondern aus ihnen nur eine Auswahl trifft. Mit diesem ge-
quantelten Energiewert gilt wie mit Jedem klassischen Energiewert
der Virialsatz. Der Beweils ist aber nur im Einzelfall zu erbringen,
wozu die Kenntnis der Bahndurchlaufung notig ist, wie am Beispiel

des Keplerproblems verifiziert wurde.

k/ﬂ( Charakterisierung der Quantelung durch das
Wirkungsintegral
Das Wirkungsintegral 15;L AT 1358t sich mit der G1l. (10) ga{fj ecl o} _

schre1ben, '
CLdt S(LIM—H'“—JQPO K)dY + Sth) =S fh),

Ist dle Erzeugende S ein vollstandlges Integral der H. J. Diffgl.,

4

so gllt K = 0 und also Qi=c), womit

5(2“ Pig,-HMA = S-S50
+
und sp%ziell fiir ein konservatives System, d.h. mit H = E, §=-F+ +S%
D ”’ o I
und P;=;*-§f;4,ii‘
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folgt. Sobald nun wie in unseren Beispielen die Wirkungsfunktion



