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!'Beispiele fiir erzeugende Funktionen alias Wirkungsfunktionen_unc{

cdleren Rolle bei der Quantelung und Energiebestimmung.
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Wir geben fiir das im Vorstehenden Gesagte zweiyﬁgigﬁlele.
a.) Das Wasserstoffatom als Keplerproblem

Kinetische %?d potentielle Energie lassen sich in den ver-
: w4 @
allgemeinertenlﬁoordinaten \8 und Y unmittelbar aus

der Anschauung bestimmen. Siehe dazu Fig. 1,

; o Die Lagerangefunktion ist
S R Liqiq)= Eyip - U
= fu (PRI +
= — und mit den Gleichungen (3)
die Hamiltonfunktion
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Vfgﬂkefyariable ~g explizit nicht vor, so daB mit Gl. (B)Pﬁﬁ‘zg D

gilt und also der Drehimpuls konstant, na@mlich glelch.dzw12huafacbh
e+ "Flichenkonstanten" Py =4Ck iSt-%git den ersten der
Transformationsgleich.ngen (11) wird die H. J. Diffgl. (18)

aufgrund der obigen Hamiltonfunktion
35%y2, 4 19512y e? _
nm(( T?Dﬁj) 7_E

7Zu ihrer Ldsung wihlt man als neue "Koordinaten" die Energie-
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womit nach der einzigen noch nicht bkstimmten Gné&e-ﬁﬁgﬁ,thﬁﬁff
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aufgeldst werden kann. Damit ist
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Losungsfunktion der obigen Differentialgleichung und
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ein vollst&ndiges Integral der allgemeinen H. J.~Diffgl. (}2),
woraus sich sofort wieder die beiden schon formullerten Transforma-

tionsgleichungen
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sowie die gem#B G{,6 (11) noch fehlenden beiden
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ergeben. Wegen K (Q, P) = O sind nach Gl. (;) auch die neuen
"Impulskoordinaten" P, und P, (Integrations-)Konstante, iiber
die in ersichtlicher Weise verfiigt wurde. Durch Bestimmung des
Integrals ergibt sich aus der letzten Gleichung die Brennpunkts-
gleichung eines Kegelschnitts ¥ = Q/(1+€4¥3(4-%,)) mit dem

z und der numerischen Exzentrizitit
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Halbparameter 4 = Ql//naP
€ = f?%u?ﬁq(]f,/nqéq)'yl . Aus den beiden letzten Gleichungen
zusammen folgt die zeitliche Durchlaufung der Bahn ‘g‘: gff) ,V/¥3
(insbesondere in Form der Keplerschen Gleichung), welche hier e;plizit
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ppﬁmergle E = Ql erglbt sich aus der Hamilton-

funktion am einfachsten, wenn darin die Werte fiir das Perlhel

eingesetzt werden. Mit 7. = Q/(1+¢) e Pnhm:~0 folgt
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il u-wz-15;(A+€)ﬁ"f; . Bei Beschridnkung auf Ellipsen-
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bahnen, d. h. ¢ </ , 188t sich dafiir mit dem Aphelabstand
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schreiben, wo a die groBe Halbachse angibt, wie aus der Definition
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der Ellipse folgt.

Die klassische Quantentheorie greift in die obige Darstellung
mit der axiomatischen Forderung ein, daB jeder Summand der Er-
zeugenden S* bei einem vollen Bahnumlauf gleich einem ganzen

Vielfachen des Planckschen Wirkungsquantums sei. Es soll also

fiir die Phasenintegrale (Periodizitdtsmoduln)
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gelten. Aus der Addition %er rhasenlntegrale ergibt sich.die
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gequantelte Energie
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Dieser Wert reproduziert sich (natiirlich!) aus dem oben ange-
gebenen klassischen Wert, wenn darin auf der rechten Seite die

gequantelten Werte
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eingesetzt werden.

b.) Mass npunkt in einem ebenen aftfeld . / {
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worau@Vaie potentielle Energie U ~——o{)(2‘ %¢ 3? und damit

die Hemiltonfunktion H = zﬂ\ P;-%fg‘j-+7 X X 4.“/73

folg<",Die Anfangsbedingung fir f':\ﬂ S € war]73 =0

Man wghlt nun als neue Koordinaten die zu t = 0O gehﬁrigen Aus-
lenkungen X, - 131 und wf: Qz , womit schon liber alle Integrations-
konstanten verfiigt und die Energiekonstante festgelegt ist;

E=21ux Qf +4n s . Die zugehtrige H. J.-Diffgl. (18) Psd



1 35*) A 3552 5 o mo >
A ) \e L a2 /2 :',3__ i, 4 2
I—H(‘ax +':'-"'_(D%) ; """?(—X_{_"“:‘s '“‘?f'i':f;, '\F{? Qg
die sich mit dem Ansatz
g 3 ; 3 Yy ,' o P 5
3 - (y{ c'i"-’ +(% OZ’ x'; + S ..-i % :)r /? .4 !
5‘; %
A in zwei gewdhnliche Differentialgleichungen separieren 1&8t;
S
_ AS,,".\ _2_ i i Q. 2y H,'ffiis IR 22N _op
iz (HA_X_) WM A I\::),f X ) =t ur—(ja i ?;!;.1\3(02 1 ) = [ .
Da v tut s {‘YIJ'L'( S\'tt A uyeh Q'”aff‘fii-h'r
c-)"_ —T T ? . i
3:’ = Y VQ )~X7 w/,v = % YL /YJ/QE'X? + O‘ ayesim Q, ) [
’Xl' ) J_.... ::,, ——
I~ Sb = ‘(1/5 ~ 2 »/3 g}w:»\) (5 }‘/(??—3?+ Q a,rrSIM_ﬁ_}. '

Aus den zweiten der Transformationsgleichungen (11)
hie~
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Daraus erglbt 81ch die quantentheoretische Gesamtenergie aus der

klassischen Energiekonstanten
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Y| Der Virialsatz im Beispiel des Keplerproblems

Aus der oben ermittelten Gesamtenergie des Keplersystems
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folgt mit r = const. = a und damit pr = 0, d.h., filr Kreis =

bahnen, sofort
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